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Docuit olim Eucltdbs (Elem. Geom. III. 35,36) in-signero hanc Circuli proprietatem; si bina resisa
AP & APJ ei occurrant , illa in PmPtis P x & /’ 2 , bae
in punssiis P/ & P2‘, esje conjlanter AP x X P z ==ys /V X APj. De quo generalius constituendo Theo-
remate, ita nimirum, ut lineas altiorum quoque ordi-
num complectatur, motam post eum a nemine depre-
hendimus quaestionem. Quare concepimus animo, ma-
teriam bancce,cui pertractandae quidquam tribuatur o-
tii, minime indignam, nostr a qnalicunque vectatam
nu edendi publice consibula,
i. sit igitur, sumtis coordinatis orthogonali-
bus Op = x ik Pp — y, aequatio generalis pro linea
Geometrica ordinis r , per punctum P transeunte,
F (x, tj)r —(p (X, y) 4- F(x, yY* =
xr -j- Cr.j. IXrmj yJr .^r Ct,r. Ixis-’+C tsyr -\-F(x,y)r-*~o,
exprimente videlicet F{x,tj)r-J sunctionem ejus naturae,
ut sit F(x^)^ 1 -- o aequatio generalis pro linea ordi-
nis r- /. Fiat porro recta AP == «, angulusque, quo
ad axem abscissarum inclinatur ~v; ducta denique
perpendiculariter in eundem axem recta Aa, ponatur
4Oa --oi&-Aa=z /3. Quibus politis liquet sore x — * —
uCos v&ij -$u sin. v Undea; --uCos.v -j- «,&y —
«sia. t’ -J- /3- Qui si substituautur valores in aequatione
F(x,y)r == o;. obtinebitur F(u Cos. v -j-ix, u sin. —
2? ii (yOs.U— j—st, ItslK.V ~ J—(s) -s* i* {U CyOs,Vs~sC)lP slH-V-s-s) 1 '—
uCos.v-ir ciy-*susin.vs-$)-s.. ,-sCv.r
(// CbJ.vs ix)*C «, ‘s'w2. Z7-J-/s) (Cbsji
cc,u sin. v /s) r' 1 == ur {Cos. v r -j- Cr. t .i Le/ vr-L sin. v
q i_ G.r.j Cg/ i; sisi. vr‘x -s- G.>- sin„vr ) -j-/ (»yv)-|~slt r 4"
Lr i.i CW'1 & rs* • - -s- Cx, r-i C4-/s’ ‘ r -}- C».r si.r t (&,$)'''* — r.
£p iCos.v*sin*v)-\r /{iitvy-\-F{oL,$) r ==or comprehensis
brevitatis gratia sub formula / (//,.&•) terminis omnibus
formae CMm&L'J Cos.v m sin~i”n‘r iu quibus fuerit
Hinc veroexlurgit W + psssk,Zv, j +
jF (ob /3)r '
s(c^3&.7) =c“- ,t-> (,‘- a-> =•'sumt!s
a r , m2 ,.. .u? pro radicibus aequationis inventae. Quippe
quae,, cum ejusdem sit ordinis ac ipsa linea proposita r
aperte prodit, lineam quamvis ordinis r a recta qua-
libet AP in tot secari punctis P t , P z1 ... Pr , quot nu-
merus r continet unitates, dum serlicet radices sili-
gulae it ir nzy . . Ur, reales manebunt siraulque inaequa-
les. Deinde vero patet ser q APt , APa ... APr =
+ F(£t,/s)r
*. r * r .
»* »* - Ur adra!sso si8no ssipenon m
casu numeri s paris.
5Quod si jam altera eidem lineae occurrat rsc-
cta AP' — w, cum axe abseissarum faciens angulum
i/-/ j pari omnino efficietur ratiocinio esse
s («'r *>') FsafrY , .. .
#V -J- rr r' ' e ,N~s•r‘7'7’ r ~~ci -U\r (p(Cosv\otn.v) 1 <p(Cos.v ysin.vy
r i n cj , . + 3)
r
(«•-r,) = o, & dehinc
= AFs , . APr’.
i. Quibus sio eonstitutis, jam quaerere lubet:
generali dignoscatur charactere ea linearum sami-
/sir, in qua est AP, . AP* . . . == APs »
>sP2 ' . , AP/P Mox vero patet, huic conditioni non
nisi una bae satisfieri posse ratione, quod nimirum
..
_
F st* \re atur (JCoj. v, sin. v) ~~ tp ( Cos r, sin. v/
Quare sit oportet <p ( Cos. vr sin. v') == {p (Cos.V, sin. v)
quantitas constans pro quibusvis valoribus angulo-
rum v & V. Facto autem v— 0, aperte consiat
sore <27 (Cos. y\ sin. v'J Cos. v'r -j- CV -1, ,
Cos. v ir -* sin. v4. . . -j- Ct.r.t Cos. V sin. vr j -s-
Cn ’r sin. v'r unitati aequalem. Erit ergo constanter
(p (Cos v , sin. v) —1 ~ (Cos v~ -s sin. vz)L.
Quia vero sunctio (Cos v z -s- sin. v 2}' se -
rie finita terminorum formas C Ces. vr-s sin. vs ex-
6hiberi nequit, nisi adhibito pro r numero pari; id-
circo liquet, nullam omnino lineam ordinis imparis
2n-\-i quaelita illa gaudere adsectione, quod sit «, uz„
utK\i quantitas constans.
Fiat igitur r =; 2 «5 eritque (p QCos.v, sin. r)=
(Cb/. t; 1 -+- ism. v 2 )n . Unde (p (#,^) == (&2 + y*)".
Quo adhibito valore obtinebitur demum aequatio ge-
neralis pro familia linearum quaesita:
01 + sy 4- &o> sy^1 =«•
3. sit e. gr. n== 2. Quo substituto valore in
aequatione (xz 4 tA E) n 4.F (at, y) 2”"' = 0 emergit
ju» = (ae* 4? 1 ) 2 + C 3 .0 +C4
4 C z . z xy z 4 Cc ., y* 4- C„0 at 2 4 CV. Ar>4
C,.* ;y 2 4 <4.0 a; 4- C c . t 3/ 4- C* 0.o =o, aequatio
generalis pro lineis quarti ordinis ita adsectis, ut sit
F (*>
a, U z » 3 » 4 quantitas constans, scihcet aes 'coj~sw~
- = s» 1 4 /3') 2 4" £Vo •*’ 3 4* « 2 /3 4 ssV» «/3 2 4
/3’ 4 4" e*** «y3 -4 c0 - a $ 2 4 ssV» «4
Coi /3 4 C0.o .
4. Fiat jam w =«. 4w2 4.. 4n„ & po-
natur simul (x* 4 y z )n 4 F (x, yyni =*[(**4y‘)M
4 (x, y)2V'] [(x* 4y*>2 4 y>v*3 . .
[(#* 4 y~y™ '4 F (at, yynm *]. Unde, exaequatis in-
ter, se coefficientibus terminorum homologorum in
7utroque aequationis menbro, tot exsurgunt aequatio*
nes, quot in sunctione F (x , yy n-r deprehenderis co-
efficientes indeterminatos, h. e. w(.2«+j), qui nu-
merus consicit summam seriei i -s. 2 -s- . . 2n. si-
mul vero observandum, numerum coefficientium in
sunctionibus F (.r, y) F (jx, y>vV-FC*,?)"» - *
Cngulatim spectatis esse «. O.-sj), n z (2n z -s z) ..
7tm /)respective, universim autem sumtorum
sore == n t (2n t +z) -s- «2 (jzn % -s-z)-s-..-s nm (2nm +1)
=2O/ + «22 -s-,. -s » a w )4- («, 4-..+«»)•
Alt cum hic numerus (it inserior numero illarum ae-
quationum, quibus coefficientium prioris membri de-
pendentia a coefficientibus posterioris describitur? io
propatulo est, eliminaris dictarum ope aequationum
coefficientibns posterioris membri, perventum iri ad
iovas aequationes, quarum numerus == n(2n -s- /) —
2 OijZ 4~ n z z +. . +« 2 my — («, +« 2 4- .. -{- nm') =
i?»2 -s»_ 2(n t * +n2*.s {-«**,) — («, +«2 -s-..
“s* Ww )= 2 (b, -s- w 2 -j- . • -s- sim) z — 2 {ny
+ «z2 + • • ■+•«%»)» quaeque coefficientium sun-
ctionis O, y)*»-' mutuas determinant relationes.
Quare sunctio (V -s i/y -s F (x, yy*-* haud erit re-
ductibilis ad formam ((> 2 4-y*)n, JrF(x, yy*r>) (V-s-
y z y* + F(x, y)*((x2 -i-y 2y nt ~{-F(x, y>V')
nili quoties coefficientes, in sunctione (x z -s- i/y +
FQx, yyn' z obvii, istis congruenter aequationibus sue-
rint definiti. Quod ubi evenerit, ex Theoria curva-
rum consiat, aequationem (x* + i/y -\~F(x,yy,l -r =o
unam non exprimere lineam ordinis 2ti, sed systema
8qooddara ex 'm\ lineis inseriorum ordinum, ope aequa-
tionum: {x z 4- y E )’s 4- F (x, yyni' 1 =o, (^ 1+y 2)" l4’
•FO, y) ‘V* = o,... (V.rs y*>» 4- F(x,yy*m~' =o,
sigiilatim describeadis
°) 1« gratiam tironum observasse juvabit. supponi heic %
nobis cum sunctionem (j 2 y*)* 4" F(x)y)'in-* tum si«-
gulos ejus factores ita compaiatos, ut evanescere possint.
Quod si secus acciderit; aequationum (x 2 -s- y 2) n “1“ F
{x, y)sn-t r= o, (X* 4- y 2 )», 4- F U,y>V' o,
ix 2 -\-y Z ) F (x, y) =- o, &c. aliqua facta
absurda, linea quoque hac exprimenda evadit imaginaria.
sic si fuerit (x 2 4~ > 2)'1 4* F {x, y)tn-i {xnFn.$
(*>Zy)n I )z 4- -r (■* ,n/ y4- Fn-z-o eae, 4*
n
-—r
/ I • 2-
(*«•» 3, 2 4- Fn.t,z ix,y)"-*y 4-.-H- 1*3**2 • 2 , • • ( M-/j
4- (jt. y)»-/) 2 4- (y« 4"
mox patetabionum lore,staluere(x :’4~)’ 2 ’i)” “s - •*•?)*"*I=G *
Cura enim singuli sunctionis hujusce termini, utpotequa-
drati, negativos recipere nequeant valorcs; non poterit
aggregatura ex omnstus evanescere, nisi factis lingulis
== o. Ponendum igitur eisct A2 =o, quod repugnat.
si e, gr. in aequatione x 2 4~ y* 4“ 06 x4" $ y4" J
= o fuerit y qvantitas positiva > £ {a2 js2 )j erit,
sumto A = ]/ y — | Ur J 4 /3 2),
+ /3.) , 4v = C*, 4-l «) 2 4~ sy +i &Y + y
- i icc2 4- $*) == {r4-i «)• 4~{y 4- y4-
A z = o aequatio-pro Circulo imaginario, eo videlicet,
cujus radius =A y— i.
95. Quod si in sunctione (x* -s- y*)* 4 .F(V,y)***
te '[(** 4. ya)* 4* ** (*v y>v jj [(** +y*K 4
ir soy>VJ j. • K* z 4ya>«» 4- jF (x, y)*»»*'], so tu-
so jk == «, siat «, z± n2 st= » =s «*, s= j; Ungulos
«mnino propositae sunctionis factores induere sor-
mam x? 1 4* ya 4 Q* x 4* c, y4- C«.« T vel Irae
non monente,- patebit. Quare, cura aequatio: x 2 4.
y 1 -s- G> a; 4. Q/ y4* == 0 pertineat ad Cir-
culum, exhibebit hoe in easu- aequatio £x2 4ya J't4
•F sa, y}2*-* = 0 systema ex meris Circulis, quorum
numerus nr conslatum. iEquationum vero, quibus
coefficientes sunctionis F (x, y)M .* inter se cohaerent,
erit numerus == 2 1 an ==s eu («-/),
6-.. sic, ut h' exemplo sirpra (n:o 3} aliato'
maneamus, si ponatur (x 2 4sy 4. C). 0 x3 4 C\. Txy 4 Ci.>. x y C0 s y 4- C*.& x 2 4“ Cr;» xy 4*9* 4 Ct,o x 4- C, y 4- CV.o aes (x 2 4* y* 4“
£4 x4- 0o-.r y4* C‘o-*) (x 2 4- y 2 4m^"^x 4- C"el
y4- «quatio (Xx 4. y 2)
5
4. c x 3 4. C,.r xz
y4* C1.2 xy 4- y 3 4* C2 . 0- x"1 4mCi.i xy 4- C, 2
y2 4- 4“ C*'r y 4 £«•« 0 binorum iystema*
ti Circulorum describendo inserviet, quorum unus
exprimetur aequatione x 2 4- y 2 4. Qi.o x 4 O a .t ij
4 C'* 0- =» 0 , alter aequatione x 2 4 y 2 4 x
4 £*„./ y 4 &<• s» cti Jam vero , aequatis sibi in-
vicem coefficientibus terminorum correspoudentium
3B utroque aequationis membro, obtinebitur
10
&J.0 "j“ C''/.») Cj.r = CV/-{- 0Ws Cj.l ——
Ce j == CV/ “s* CV, Ca i( r= C'o.o "s* O*. -j- C'j.0-
C"i ei Cj.j Z5s C'oi -}- C'l.e C"e.I , C>. 2 C'o o ct"'
-}- CV/ d"o,Ii Cr.o C'o,o Csi.o ~s- C*/.o C'*o.or
Co.i == C
;
o.o O'o.r ct- C'o.jr G'o.oj denique Coo == Co.o-
C".,o. Quod si ope harum decem aequationum eli-
minentur sex quantitates GV0 , CVo 6\0 , €"/.0 , CV/r
C"o. 0 ; perveniendum est ad quatuor aequationes, quae
solas contineant quantitates Cj.o, Cz-n &c., coessi-
cientes nimirum terminorum sunctionem F (jc, yj
componentium. Cujus rei ratio ex formula supra
(n:o praeced.) exhibita facillime reddi potessi Erit
enim, facto n= 2 1 2n («-/} = 2. . 2 . (2-1) =
